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Mở đầu
1. Lý do chọn đề tài:

Đa thức lượng giác có vị trí rất quan trọng trong Toán học vì nó không những
là một đối tượng nghiên cứu trọng tâm của lượng giác mà còn là một công cụ
đắc lực của Giải tích trong lý thuyết xấp xỉ, lý thuyết biểu diễn, lý thuyết nội
suy,... và trong khảo sát phương trình và các bài toán cực trị. Ngoài ra, đa thức
lượng giác còn được sử dụng nhiều trong tính toán và ứng dụng. Trong các kỳ
thi học sinh giỏi toán quốc gia và Olympic toán quốc tế thì các bài toán về đa
thức lượng giác cũng thường được đề cập đến và được ẩn dưới dạng áp dụng
công cụ lượng giác nên thường là bài toán khó của bậc phổ thông.

2. Lịch sử nghiên cứu:

Tuy nhiên cho đến nay, các tài liệu về đa thức lượng giác và các phương
pháp lượng giác chưa đề cập đầy đủ. Vì vậy, việc khảo sát sâu hơn về các vấn đề
về biện luận nghiệm, biểu diễn đa thức lượng giác cho ta hiểu sâu sắc hơn các
tính chất của đa thức đã cho và định hướng giải quyết nhiều dạng toán liên quan.

3. Mục đích nghiên cứu, luận điểm cơ bản của luận văn:

Luận văn “Phương trình đa thức lượng giác và một số dạng toán liên quan”
trình bày một số vấn đề liên quan đến bài toán xác định số nghiệm thực của đa
thức lượng giác với hệ số thực.

Mục đích của luận văn nhằm thể hiện rõ vai trò quan trọng của Giải tích và
đại số trong khảo sát nghiệm thực của đa thức lượng giác.

4. Phương pháp nghiên cứu:
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- Đọc và dịch tài liệu có liên quan đến đề tài.
- Trao đổi thảo luận với Thầy hướng dẫn, với bạn bè, với các chuyên gia.
- Thường xuyên phản biện để đi đến kết quả tốt nhất.

5. Bố cục của luận văn:

Luận văn gồm phần mở đầu, kết luận và 3 chương.
Chương 1. Các tính chất cơ bản liên quan đến đa thức lượng giác.
Chương 2. Các tính chất nghiệm của đa thức lượng giác.
Chương 3. Một số dạng toán liên quan.

Trong chương 3 tác giả cũng trình bày các bài toán trong các đề thi HSG
quốc gia và Olympic quốc tế được sử dụng kiến thức liên quan.

Các kết quả về lý thuyết cũng như bài tập liên quan đến nội dung của luận
văn được trích dẫn từ các tài liệu [1]-[8].

Trong quá trình nghiên cứu và hoàn thành nội dung luận văn tôi xin gửi lời
cảm ơn sâu sắc tới GS.TSKH. Nguyễn Văn Mậu là người Thầy trực tiếp hướng
dẫn cùng các thầy cô trong Khoa Toán-Tin của trường ĐHKH-ĐHTN đã hết
lòng giúp đỡ để tôi hoàn thành luận văn của mình. Chắc chắn luận văn còn
những thiếu sót nhất định tôi rất mong được quý Thầy Cô và độc giả góp ý để
luận văn được hoàn chỉnh hơn.

Thái Nguyên, tháng 05 năm 2017.

Tác giả

Trần Văn Huấn
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Chương 1. Các tính chất cơ
bản liên quan đến đa thức
lượng giác

1.1 Các đẳng thức lượng giác cơ bản

1.1.1 Tính chất của hàm số lượng giác
Xét hàm số f (x) với tập xác định D( f )⊂ R và tập giá trị R( f )⊂ R.

Định nghĩa 1.1 (Tính chẵn lẻ, xem [1], [6]). Hàm số f (x) với tập xác định
D( f )⊂ R được gọi là hàm số chẵn trên K (K ⊂ D( f )) nếu:{

x ∈ K⇒−x ∈ K
f (−x) = f (x) (∀x ∈ K)

f (x) được gọi là hàm số lẻ trên K nếu{
x ∈ K⇒−x ∈ K
f (−x) =− f (x) (∀x ∈ K)

Nhận xét 1.1. Dễ dàng kiểm tra được các hàm số y = sinx, y = tanx, y = cotx
là các hàm số lẻ và hàm số y = cosx là hàm số chẵn trên tập xác định của nó.

Định nghĩa 1.2 (Tính tuần hoàn, xem [1], [6]).

- Hàm số f (x) được gọi là hàm tuần hoàn (cộng tính) chu kỳ T (T > 0) trên
K nếu K ⊂ D( f ) và {

∀x ∈ K⇒ x±T ∈ K
f (x+T ) = f (x), ∀x ∈ K
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- Cho f (x) là một hàm số tuần hoàn trên K. Khi đó T (T > 0) được gọi là
chu kỳ cơ sở của f (x) nếu f (x) tuần hoàn với chu kỳ T mà không tuần hoàn
với bất cứ chu kỳ nào bé hơn T .

Nhận xét 1.2. Dễ dàng ta thấy:
Hàm số y = sinx và y = cosx là hàm tuần hoàn với chu kỳ T = 2π.
Hàm số y = tanx và y = cotx là hàm tuần hoàn với chu kỳ T = π.

Định nghĩa 1.3.

- Hàm số f (x) được gọi là hàm phản tuần hoàn (cộng tính) chu kỳ a (a > 0)
trên K nếu K ⊂ D( f ) và{

∀x ∈ K⇒ x±a ∈ K
f (x+a) =− f (x), ∀x ∈ K.

- Nếu f (x) là một hàm số phản tuần hoàn chu kỳ b trên K mà không là hàm
phản tuần hoàn với bất kỳ chu kỳ nào bé hơn b trên K thì b được gọi là chu
kỳ cơ sở của hàm phản tuần hoàn f (x) trên K.

Định nghĩa 1.4 (Xem [1], [6]). Hàm số f (x) được gọi là hàm tuần hoàn (nhân
tính) chu kỳ a (a /∈ {−1,0,1}) trên K nếu K ⊂ D( f ) và{

∀x ∈ K⇒ a±1x ∈ K
f (ax) = f (x), ∀x ∈ K.

Định nghĩa 1.5 ( Xem [1], [6]). Hàm số f (x) được gọi là hàm phản tuần hoàn
(nhân tính) chu kỳ a (a /∈ {−1,0,1}) trên K nếu K ⊂ D( f ) và{

∀x ∈ K⇒ a±1x ∈ K
f (ax) =− f (x), ∀x ∈ K.

1.1.2 Đẳng thức liên quan đến hàm cosin
Ví dụ 1.1. Hệ thức đại số với công thức

cos2t = 2cos2 t−1

chính là công thức

1
2

(
a2 +

1
a2

)
= 2

[
1
2

(
a+

1
a

)]2

−1.
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Ví dụ 1.2. Hệ thức đại số với công thức

cos3t = 4cos3 t−3cos t

chính là công thức

1
2

(
a3 +

1
a3

)
= 4

[
1
2

(
a+

1
a

)]3

−3
[

1
2

(
a+

1
a

)]
.

hay

4x3−3x =
1
2

(
a3 +

1
a3

)
(Với x =

1
2

(
a+

1
a

)
, a 6= 0).

Ví dụ 1.3. Hệ thức đại số với công thức

cos5t = 16cos5 t−20cos3 t +5cos t

chính là công thức

1
2

(
a5 +

1
a5

)
= 16

[
1
2

(
a+

1
a

)]5

−20
[

1
2

(
a+

1
a

)]3

+5
[

1
2

(
a+

1
a

)]
hay

16x5−20x3 +5x =
1
2

(
a5 +

1
a5

)
(Với x =

1
2

(
a+

1
a

)
, a 6= 0).

1.1.3 Đẳng thức liên quan đến hàm sin
Từ công thức Euler, ta thu được hệ thức

isin t =
eit− e−it

2
.

Từ hệ thức này ta có các công thức đối với hàm sin sang các đẳng thức đại số
sau:

Ví dụ 1.4. Công thức nhân 3:

sin3t = 3sin t−4sin3 t.



6

Từ đó ta có công thức:

isin i(3t) = 3(isin it)+4(isin it)3

Đẳng thức đại số ứng với công thức trên là đẳng thức

1
2

(
a3− 1

a3

)
= 3

[
1
2

(
a− 1

a

)]
+4
[

1
2

(
a− 1

a

)]3

hay

4x3 +3x =
1
2

(
a3− 1

a3

)
(Với x =

1
2

(
a− 1

a

)
, a 6= 0).

Ví dụ 1.5. Từ công thức

sin5t + sin t = 2sin3t(1−2sin2 t).

Ta có đẳng thức

1
2

(
a5− 1

a5

)
+

1
2

(
a− 1

a

)
= 2

[
1
2

(
a3− 1

a3

)][
1−2

(
1
2

(
a− 1

a

))2
]
.

1.2 Phương trình lượng giác cơ bản

1.2.1 Dạng và phương pháp giải
Giả sử u, v là các biểu thức theo x : u = u(x), v = v(x). Khi đó ta có

1. sinu = sinv⇔
[

u = v+ k2π

u = π− v+ k2π
(k ∈ Z);

2. cosu = cosv⇔
[

u = v+ k2π

u =−v+ k2π
(k ∈ Z);

3. tanu = tanv⇔

{
u, v 6= π

2
+ lπ

u = v+ kπ
(k, l ∈ Z);

4. cotu = cotv⇔
{

u, v 6= lπ
u = v+ kπ

(k, l ∈ Z).
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1.2.2 Các ví dụ minh họa
Ví dụ 1.6. Giải phương trình

sin
(

3x− π

3

)
− sin

(
x+

2π

3

)
= 0. (1.1)

Lời giải.

(1.1)⇔ sin
(

3x− π

3

)
= sin

(
x+

2π

3

)

⇔

 3x− π

3
= x+

2π

3
+ k2π

3x− π

3
= π− x− 2π

3
+ k2π

⇔

 x =
π

2
+ kπ

x =
π

6
+ k

π

2

(k ∈ Z).

Ví dụ 1.7. Giải phương trình

sin(4x−5)+ cos(x+3) = 0. (1.2)

Lời giải. Ta có

(1.2)⇔ sin(4x−5) =−cos(x+3)
⇔ sin(4x−5) = cos(π− x−3)

⇔ sin(4x−5) = sin
(

π

2
−π + x+3

)
⇔ sin(4x−5) = sin

(
−π

2
+ x+3

)

⇔

 4x−5 =−π

2
+ x+3+ k2π

4x−5 = π +
π

2
− x−3+ k2π

⇔

 x =−π

6
+

8
3
+ k

2π

3

x =
3π

10
+

2
5
+ k

2π

5

(k ∈ Z).


